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１．はじめに 
地質学概念の有効なアルゴリズムを開発するためには，

その概念を表現する数学の道具立ても必要である．全順序

集合上の区間のグラフは，化石タクサの組み合わせの順序

表現に有効である(山口・塩野，2013)．今回の発表では，生

層序ユニット中の化石タクサの欠落の発見に，全順序集合

上の区間のグラフを応用する． 

 

２．有限な全順序集合上の区間のグラフ 
2.1 有限な全順序集合上の区間 

A を有限集合，≦を A 上の全順序とする．有限な全順序

集合(A , ≦)上の区間[a, b]を，a≦bである a，b∈Aに対して，  

[a, b] ={ x| a≦x≦b, x∈A }             (1) 

と定義する． 

全順序集合(A, ≦)上の区間のグラフは，A×Aの座標図に，

区間[a, b]を点(a, b)で表示したものである(塩野・山口，1996)．

以下，全順序集合上の区間のグラフを単に「区間グラフ」

と呼ぶこともある． 

第 1図(a)は，A={ a, b, c, d, e }，a≦b≦c≦d≦eとするとき

の(A, ≦)と，(A, ≦)上の区間[b, d]={b, c, d }を示したハッセ

図である．第 1図(b)は(A, ≦)上の区間[b, d]を表示した区間

グラフである． 

第 1図 区間のグラフ表示．(a)全順序集合(A, ≦)上の区間[b, d]． 

    (b) 区間グラフに区間[b, d]を表示した例． 

2.2 区間の集合上の順序 

(A, ≦)上の区間全体の集合を A★と書くことにする． 

A★上の順序≦★を次のように定義する． 

 [a, b]≦★[c, d] ⇔ a≦c，かつ，b≦d．      (2) 

第 2 図(a)は順序集合(A★, ≦★)の区間グラフの例である．

このグラフは，≦★の反射的，推移的な性質を表示せず，直

前・直後の関係を 1 目盛の上向きと右向きの矢印で示して

いる．第 2図(b)では[b, d]≦★[c, e]の関係を右上向きの矢印

で表示した． 

 

第 2図 区間グラフ．(a) 順序集合(A★, ≦★)．(b) [b, d]≦★[c, e]． 

                      

３．化石タクサの組み合わせの欠落 
3.1 タクソンの生存期間 

或る時刻を 0 として，時刻を年・月・日・時・分・秒な

ど時間の単位で計測した数値とする．さらに，その数値を，

小数点以下を切り捨てた整数とする．時刻 i，jに対して，  

i＜j ⇔ i は jより過去である                    (3) 

とし， 

[i, j]]={ t | i≦t≦j，t は実数}            (4) 

を時刻 iから時刻 jまでの時間，あるいは，期間とよぶこと

にする．なお， (4)の実数の大小についても(3)と同様とする． 

タクソン(taxon)は生物の分類単位であり，その複数形が

タクサ(taxa)である．生物の個体はタクソンに分類される． 

(a) (b)

(a) (b)
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個体はある時刻からある時刻までの時間に生存すると仮定

する．タクソンの生存期間を，分類された個体の生存する

時間の和集合であると定義する．生層序学の基礎である化

石の連続性の前提として，タクソンは次の公理(性質) を満

たすものと仮定する． 

 公理 タクソンの生存期間は，ある時刻から 

    ある時刻までの期間である．        

3.2 上位のタクソンと下位のタクソン(種)  

生物は上位から界，門，綱，目，科，属，種というタク

ソンに階層的に分類される．以下，Σを上位のタクソンとし，

Σの個体を階層的に分類し，種の集合 S0を得たとする． 

Σの生存期間を T，種 αの生存期間を τ (α)とする．Tも τ (α)

はある時刻からある時刻までの期間であるという公理を満

たす．タクソンの生存期間の定義より，S0 のすべての種の

生存期間の和集合が Tとなる． 

 T = ∪α∈Soτ(α)． 

3.3 種の選択 

τ (α)=[i, j]] であるとき，τ(α)の最小元min τ (α) は iである．

τ (α)の最大元 max τ(α) は j である． 

種の生存期間の前後関係＜★を次のように定義する． 

τ (α)＜★τ (β) ⇔ min τ (α)＜min τ (β)，かつ， 

max τ (α)＜max τ (β)．            (5) 

 S0上の順序 κを次のように定義する． 

α κ β ⇔ τ (α)＜★τ (β)，または，α = β．             (6) 

S0から次の 2つの仮定を満たす種の集合 Sを選択して，

塩野・山口(1997)と同様に，Tをいくつかの年代に区分する． 

仮定 1 (S, κ)は有限な全順序集合である． 

仮定 2 T =∪α∈S τ (α)．  

3.4 化石タクサの組み合わせ 

仮定 1，2を満たす Sを選択したとき，Tのある時刻 i (i

は整数)に生存する種の集合を 

σ( i )={ α| i∈τ (α)，α∈S }                  (7) 

とする．Tと 1対 1対応する層序断面があるとすれば，σ( i )

を，小数点以下を切り捨てて iとなる実数の集まりに対応す

る生層序ユニット i層中の化石タクサの組み合わせとみな

してもよい．σ( i )は(1)と同様な(S, κ)上の区間である．化石

タクサの組み合わせは，(2)の定義と同様な S★上の順序 κ★

で順序づけられる．i層，j層に対して， 

i≦j ⇒ σ( i )κ★ σ( j )                            (8) 

が成り立つ． 

3.5 化石のタクサの組み合わせの欠落 

σ( i )と σ( i +1)の間に化石タクサの組み合わせの欠落があ

るか，ないかを考える． 

σの定義域を T全体(実数の集合)に拡張しても(8)の性質は

成り立つ．よって，σ( i )=σ( i +1)の場合は，σ( i )と σ( i +1)

の間に化石タクサの組み合わせの欠落がない． 

σ( i )≠σ( i +1)で σ( i )κ★σ( i +1)であるが，σ( i )と σ( i +1)

の間に S★の区間がなく，区間グラフで，σ( i )κ★σ( i +1)が第

2図(a)のような上向き，あるいは，右向きの 1目盛の矢印

で表示されるときも欠落がないといえる． 

年代毎の化石タクサの組み合わせの順序は，区間グラフ

で上向き，あるいは，右向きの 1目盛の矢印で表示される(山

口・塩野，2013)．したがって，σ( i )κ★σ( i +1)で，σ( i )と σ( i 

+1)の間に S★ の区間があるとき，σ( i )と σ( i +1)の間に化石

タクサの組み合わせに欠落がある．(S, κ)を 

 S={α1, α2, …, αn }，α1κα2κ…καn 

とし，σ( i )=[αj, αk ]とすると，公理と(6)より，i= max τ (αj)，

かつ，i +1= min τ (αk+1)のときに，このようなことが起こり，

σ( i +1)  =[αj +1, αk+1 ]となる．小数点以下を切り捨てた整数を

時刻としているので，種の生存期間の最小元と最大元を合

わせた時刻(整数)の前後関係は時刻(数値)でもそのまま保持

され，化石タクサの組み合わせ[αj +1, αk ]が欠落する．区間グ

ラフでは，σ( i )  κ★σ( i +1)は第 2図(b)のような 1マス対角線

で右上向きの矢印で表示される．欠落した[αj +1, αk ]をグラフ

に加えると，σ( i )  κ★[αj +1, αk ]，[αj +1, αk ] κ
★σ( i )が，それぞ

れ，右向き，上向きの 1目盛の矢印で表示される．i層と i +1

層の間に[αj +1, αk ]を含む生層序ユニットがあるはずである．  

3.6 例 

第 3図の例では，S={α, β, γ}を選択している．第 3図(a)

のように，Σの生存期間 Tは T=[1, 9]で, 種 α, β, γの生存期

間は，それぞれ，τ(α) =[1, 5], τ(β) =[4, 7] ,τ(γ) =[6, 9]である． 

化石タクサの組み合わせは， 

 σ(1)=σ(2)  =σ(3)=[α, α]，σ(4 )=σ(5 )=[α, β]， 

 σ(6 )=σ(7 )=[β, γ] ，σ(8 )  =σ(9 )=[γ, γ] 

である．Tの時刻(整数)の集合を Iとして，第 3図(b)は(σ( I )  , 

κ★) の区間グラフである． 

[α, α] κ★[α, β]，[β, γ] κ★[γ, γ]は，それぞれ，上向き，右向

きの 1目盛の矢印で表示され，[α, α]と[α, β]の間と，[β, γ] と

[γ, γ]の間に化石タクサの欠落はない．[α, β] κ★[β, γ]は右上向

きの矢印で表示され，[α, β]と[β, γ]の間に化石タクサの組み

合わせが欠落していることを表す． 

[α, β]と[β, γ]の間に[β, β]という化石タクサの組み合わせが

欠落している．第 3図(c)は(σ(T) , κ★) の区間グラフである．

欠落する[β, β]を△で表示して，化石タクサの組み合わせの順

序を表示した．欠落する化石タクサの組み合わせを加える

と，すべての順序がこの順序は上向き，右向きの 1目盛の

矢印で表示される．  
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第 3図 化石タクサの組み合わせが欠落している例． 

        (a)Σの生存期間 Tと種 α, β, γの生存期間．  

   (b) (σ( I)  , κ★) の区間グラフ．(c) (σ(T)  , κ★) の区間グラフ． 

 

４．おわりに 

時刻を，或る単位で計測して小数点以下を切り捨てた整

数で表したとき，化石のタクサの組み合わせの欠落が生じ

ることがある．この発見に区間のグラフが役に立つ． 
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